SUP MPSI 2 -  FÉNELON - année 2016 - 2017

DEVOIR SURVEILLÉ N°6 première partie

Calculatrice autorisée

I) Retour sur le DS 5 (sur 12).

1) Calculer 
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 (sur 2) .

2) Mettre sous la forme 
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[image: image3.wmf],

ab

 réels le nombre 
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 (sur 3).

3) 
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 ; déterminer des réels a et b tels que la suite 
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 soit géométrique. Calculer alors 
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 et en déduire 
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 en fonction de n (sur 3).

4) Étant donné une loi 
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 définie sur un ensemble E et une bijection f de E sur un ensemble F, on note 
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 la loi définie sur F par 
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 ; la loi 
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 est appelée loi conjuguée de la loi 
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 par l’application f, qui est un isomorphisme de 
[image: image14.wmf](

)

,

E

*

 vers 
[image: image15.wmf](

)

,

F

*

. Quelles sont les lois conjuguées 
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 et 
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 de l’addition et de la multiplication dans R  par l’application f définie par 
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? Qu’en déduit-on pour la structure de 
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 ? (On donnera les deux éléments neutres et le symétrique de x pour 
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 EN UTILISANT f) (sur 4).

II) Travail sur les quantificateurs et la connaissance du cours (sur 12)

E est un ensemble muni d’une opération 
[image: image21.wmf]*

 ; H est une partie stable pour l’addition de R ; 

A est un sous-anneau de R ; 
[image: image22.wmf](
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 est une suite de réels.

1) Écrire les définitions en langage formalisé :

a) 
[image: image23.wmf]*

 possède un élément neutre ssi … (sur 1,5)

b) Tous les éléments de E possèdent un symétrique pour 
[image: image24.wmf]*

 ssi …(sachant que l’élément neutre est e) (sur 1,5)

c) H n’est pas un sous-groupe additif de R ssi …(sur 1,5)

d) A n’est pas un sous-corps de R ssi … (sur 1,5)
e) 
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 est divergente ssi… (sur 1,5)

f) 
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 n’est décroissante à partir d’aucun rang (ou : il n’existe pas de rang à partir duquel 
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 soit décroissante) (sur 1,5)

2) Travail inverse : 

a) Il existe une infinité de n tels que 
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 (ou 
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b) 
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 (sur 1,5)

III) Une démonstration de 
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 pour x
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, et applications (sur 29).

0) Soit 
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 une suite à termes strictement positifs. Montrer que si 
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 (sur 4) ; En déduire que si 
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 (sur 1).

Pour n entier > 0 et x réel 
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, on pose :
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1) Étudier les sens de variation des fonctions 
[image: image40.wmf]n
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 et 
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 sur 
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, et en déduire que pour 
[image: image43.wmf]2

nx

³

 :
[image: image44.wmf]00

!!!

kkn

nn

x

kk

xxx

e

kkn

==

££+

åå

 (sur 4).

2) En déduire que, pour x fixé 
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 ; attention, il faut être bien soigneux pour cette démonstration (sur 3).

3) Montrer que, pour x fixé 
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, les suites 
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 sont adjacentes à partir d’un certain rang (sur 2).

4) On veut utiliser l’encadrement précédent pour calculer 
[image: image50.wmf]x
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 à une précision eps. Il faut donc trouver le premier n tel que 
[image: image51.wmf]!
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 est inférieur à eps. Ecrire un programme python pour cela ; attention, vous n’avez pas droit à la fonction factorielle définie par python (sur 4).

5) Ecrire un programme python calculant 
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 en le mettant sous la forme de Horner : 
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 (sur 3).

6) Calculer 
[image: image54.wmf]e

 à 
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 près à la calculatrice en utilisant l’encadrement du 1) et en détaillant votre méthode (sur 4).

IV) Sur la densité dans les réels des nombres de la forme 
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 avec a et b entiers (sur 28).

1) a) L’ensemble 
[image: image57.wmf]2
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 est-il un sous-groupe de R ? b) Un sous-anneau de R ? c) Un sous-corps de R  (avec justifications)  (sur 5) ?

2) Montrer que 
[image: image58.wmf]3

 n’appartient pas à A (sur 3).

Nous allons par contre montrer que 
[image: image59.wmf]3

 (comme tout autre réel d’ailleurs) peut être approché par des éléments de A à n’importe quelle précision.

3) Soit a > 0 un élément de A ; supposons qu'il n'existe aucun autre élément de A strictement compris entre 0 et a.


a) Soit x un élément de A et 
[image: image60.wmf]x
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 ; montrer que b ne peut qu'être nul et que donc x/a est entier (sur 3).


b) En faisant successivement x = 1 et 
[image: image61.wmf]2
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c) En déduire qu'il existe une suite 
[image: image62.wmf](
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 strictement décroissante et positive d'éléments de A (sur 2). 


d) Que peut-on alors dire de la suite 
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 ? En déduire que pour tout ε > 0 il existe toujours un élément de A strictement compris entre 0 et ε (sur 3).


e) En déduire que dans tout intervalle du type 
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, il existe toujours au moins un élément de A (sur 3). En déduire enfin qu’il existe une suite d’éléments de A qui tend vers 
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 (sur 3).

4) Qu’effectue le programme python suivant et comment y parvient-il ?

def b(a):

    x=a;k=0

    while x>sqrt(3):

        x=x-sqrt(2);k+=1

    return(k-1)

e=0.01;a=2

while a-b(a)*sqrt(2)>sqrt(3)+e:

    a+=1

print(a,b(a),sqrt(3),a-b(a)*sqrt(2))

Affichage après exécution : 88  61  1.73205080757  1.73297269524 (sur 4)

V) Exercice d’arithmétique, montrant que les entiers entre 1 et n ont en moyenne environ ln n diviseurs, à un près (ou plus précisément, que la moyenne du nombre de diviseurs des entiers de 1 à n est comprise entre 
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1) Vérifier cette propriété pour n = 10 (sur 3).

Pour deux entiers naturels i et j on pose (i,j)=1 si i divise j, et 0 sinon.

2) Pour un entier naturel n, que représente le nombre 
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 (sur 1) ?

3) Montrer que 
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 (sur 4).

4) En déduire que 
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 est compris entre 
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5) En utilisant l'encadrement 
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, montrer 
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 (sur 1).

6) Montrer l’encadrement admis précédemment, ainsi que cela a été fait en cours (sur 4).
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